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Universit~ Paris Sud, Math~matiques, 91405 Orsay, France 
D&li6 ~ E. Corominas 
The bounded semi-groups, defined and studied in this paper, form an interesting class 
half-way between commutative semi-groups, that are quite particular, and any noneommuta- 
tive semi-groups, that are quite general. This class contains the artinian semi-groups and, more 
generally, semi-groups verilying Gabriel's (H) condition. The main theorem of the paper deals 
with tertiary and uniresiduated i eals, which appear in a theory of sets ordered in lattices. 
We establish that, in a bounded semi-group, the notions tertiary and uniresiduated coincide. 
This leads to ask several open questions. 
Les demi-groupes bom6s qui sont d6finis et 6tudi6s dans ce travail forment une classe 
interm6diaire int6ressante ntre les demi-groupes commutatffs, qui sont vraiment tr~s par- 
ticuliers, et les demi-groupes non commutatffs quelconques, qui sont vraiment r~s g6n6raux. 
Cette classe comprend les demi-groupes artiniens et plus g6n6ralement les demi-groupes 
v6ritiant la condition (H) de Gabriel. Le th6or~me principal d6montr6 ici concerne les notions 
d'id6al tertiaire et d'id6al unir6sidu6 qui proviennent d'une th6orie d'ensembles ordonn6s 
en treillis. On 6tablit clue dans un demi-groupe born6, les deux notions de tertiaire et 
d'unir6sidu6 coincident. Cela conduit fi poser quelques questions ouvertes. 
1. Introdaetion 
La th6orie des id6aux en alg~bre noeth6fienne non commutative d6velopp6e 
par Croisot et moi-m6me dans [5] s'appuie sur les propd6t6s de l'ensemble 
ordonn6 par inclusion du treiUis des id6aux h gauche et du treillis des id6aux 
bilat~res d'un anneau, ces treillis &ant munis en outre d'une sructure multiplica- 
tive. Ce point de vue entre donc assez bien dans le cadre d'une Conf6rence sur les 
ensembles ordonn6s et leurs applications, l] permet de traiter en m6me temps le 
cas des id6aux d'un anneau et celui des id6aux d'un demi-groupe (ou mono'ide) D, 
c'est-~-dire d'un ensemble D muni d'une op6ration associative. 
La structure d'anneau &ant plus fiche que celle de demi-groupe, les r6sultats 
peuvent diti6rer dans certains cas. Je me propose ici de d6fmir et d'6tudier une 
nouvelle classe de demi-groupes, les demi-groupes born6s, par analogie avec les 
anneaux born6s qui ont 6t6 consid6r6s avec succ.bs depuis quelques ann6es. 
I1 y a plusieurs d6firtitions &luivalentes possibles d'un anneau born6 (cL [3, 4]). 
Celle de Krause a l'avantage de s'appliquer aux demi-groupes. Je la formule h la 
Section 2. 
A la Section 3 je rappelle quelques d6finitions et r6sultats utiles de la th6orie 
des id6aux tertiaires de Lesieur et Croisot afin de comparer les deux notions 
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d'id6al tertiaire et d'id6al unir6sidu6: dans un demi-groupe quelconque un id6al 
unir6sidu6 est toujours tertiaire. 
Je d6montre alors ~ la Section 4 que la r6ciproque est vraie dans un demi- 
groupe born6, c'est-~-dire clue les deux notions d'id6al tertiaire et d'id6al 
unir6sidu6 coincident (Th6orSme 4.1). 
A la Section 5, je considSre les demi-groupes v6rifiant une condition (H) 
introduite par P. Gabriel [2] en th6orie des anneaux, et je d6montre qu'un 
demi-groupe v6dfiant la condition (H) est born6 (Th6or~me 5.1). Un autre 
r6sultat int6ressant exprime que, dans un demi-groupe v6rifiant la condition (H), 
la notion d'id6al bilatSre tertiaire st la mSme pour la th6orie des id6aux bilat~res 
et pour ceUe des id6aux ~ gauche (Th6or~me 5.3). 
2. D~nltion des demi-groupes bombs. Exemples 
Dans toute la suite, D d6signe un demi-groupe, ou monoide (en Anglais, 
semi-group), c'est-~-dire un ensemble muni d'une op6ration associative (non 
n6cessairement commutative). On suppose en outre que D possSde un 616ment 
nul 0 et un 616ment unit6 1 tels que 
Vx~D,  0x =x0=0,  l x=x l=x.  
Un id~.al ~t gauche X de D est un sous-ensemble non vide v6rifiant la propri6t6 
Vx~X,  Va~D, ax~X.  
On d6finit de mSme un ideal a droite. 
Un ideal bilati~re ~ de D est un sous-ensemble qui est en mSme temps id6al 
gauche et id6al ~ droite. 
Dans le cas commutatif ces trois notions coincident, et un id6al premier Pes t  
un id6al v6dfiant la condition 
abeP, a~D,b~D ::> aePoub~P.  (1) 
Dans le cas non commutatif, on d6finit un ideal premier comme un id6al bilatSre 
tel que 
aDb~ :~ ae~oub~,  
en d6signant par aDb l 'ensemble {axb}, oB x 
(2) 
d6crit D. Cette condition est 
analogue h la condition (1) en rempla~ant le produit des deux 616ments aet  b par 
le produit de deux id6aux bilatSres ~ et ~, 
~t~c~ ~ ~c~ou~c~,  (2') 
le produit Mg~ &ant la r6union des 616ments ab lorsque a ~ M et b ~ ~. 
Pour 6noncer la condition de Krause dans D, nous consid6rons la situation 
suivante: 
id6al premier de D propre, c'est-~-dire ~ ~ D. 
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I id6al ~ gauche de D contenant ~ et essentiel modulo ~, c'est-~-dire t l que, 
si X est un id6al ~ gauche de D, 
INX=~ ::> X=~.  
Alors la condition de Krause (~t gauche) assure qu'il existe un id6al bilat~re tel que 
D6Anition 2.1. Un demi-groupe bomb. (~ gauche) est un demi-groupe D v6rifiant 
la condition de Krause. 
Exemples. (1) Un demi-groupe commutatif est born6. 
(2) Si tout id6al ~ gauche est bilatbre, D est born6. 
(3) Un demi-groupe artinien h gauche, c'est-~-dire qui v6dfie la condition de 
chalne descendante pour les id6aux ~ gauche, est born6 (voir corollaire 5.2). 
(4) Un demi-groupe fini est born6 (cas particulier de (3)). 
3. Id~mx tertiaires 
Nous allons rappeler ici quelques d6fmitions et r6sultats utiles de la th6orie 
d6velopp6e par Lesieur et Croisot dans [5]. 
Notations. ~, ~, q~, ~, . . .  sont des id6aux bilat~res de D. 
Q, X, Y, . . .  sont des id6aux h gauche de D. 
(~') :treillis des id6aux bilat~res de D. 
(L):treillis des id6aux h gauche de D. 
= {Max X I c Q} 
est le r~siduel fi droite (ou quotient ~ droite) de l'id6al ~ gauche Q par l'id6al 
bilat~re ~. C'est un id6al h gauche contenant Q. 
X. .  Y= {Max.~ I~Y  c X}  
est le r~.siduel ~t gauche (ou quotient ~ gauche) de l'id6al ~ gauche X par l'id6al 
gauche Y. C'est un id6al bflat~re, propre (~-D) si Y~.X.  
Nous supposerons v6rifi6e une condition de chaine sur les r6siduels, qui 
g6n6ralise la condition noeth6rienne, t clue l'on peut 6noncer sous la forme 
suivante: 
Affilome A. Pour tout X ~ (L ), l'ensemble des r~.siduels tz gauche et l'ensemble des 
r~.siduels ~t droite de X t~rifie la condition de chafne ascendante (ou, ce qui est 
6quivalent, la condition de chalne descendante). 
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Cet axiome est v6rili6 en particulier pour les demi-groupes noeth6riens 
gauche, et aussi pour les demi-groupes artiniens ~ gauche. (Ce dernier cas n'est 
pas comme dans les anneaux une cons6quence du premier, car il existe des 
demi-groupes artiniens ~ gauche qui ne sont pas noeth6riens ~gauche.) 
Les r6siduels ~ gauche propres de X# D, qui sont premiers, jouent un r61e 
important et un premier gsultat de la th6orie est le suivant. 
Th~or~me 3.1 ([5, p. 31]). L'ensemble des r~siduels fi gauche propres premiers 
d'un idAal fi gauche donne X¢  D est non vide et fini. 
Nous d6signerons cet ensemble par P(X). 
Parmi les r6siduels ~ gauche propres de X, nous aUons distinguer ceux qui ont 
la propd6t6 suivante (pour un certain Y~ (L)): 
= X .. Y, Yq: X, et pour tout Z c Y, Zq: X, on a ~ = X- .  Z. 
On les appelle r~siduels f gauche essentiels; ils sont propres et premiers et leur 
ensemble Ass X est un sous-ensemble non vide de P(X), 
Ass X ~P(X) (3) 
(Ass pour ensemble associ~. ~ X). 
Nous sommes alors en mesure de donner la d6finition d'un id6al h gauche 
tertiaire de D. 
D6finltion 3.2. Un id6al h gauche Q de D, Q¢D,  est tertiaire si Q ne 
poss~de qu'un seul r6siduel ~ gauche essentiel: Ass Q = {~} se r6duit hun  seul 
id6al premier. 
I1 y a d'autres d6finitions possibles, par exemple: 
Dffmltion 3.3. Q est tertiaire si l'on a 
(Q . .~)NX=Q,  Q . .~¢Q =~ X=O.  
L'6quivalence des D6fmitions 3.2 et 3.3 est un th6or~me. La propfi6t6 qui 
figure dans la D6fmition 3.3 exprime que Q.-~ est essentiel modulo Q d~s que 
Q. .~¢Q.  
Lorsque Q est tertiaire, Ass Q = {~}, ~ s'appelle le radical tertiaire de Q, ou 
l'id6al premier associ6 h Q. On dit que Q est ~-tertiaire. 
Cet id6al ~ est d'ailleurs un r6siduel h gauche propre premier maximm de Q, 
donc un 616ment maximum de P(Q). 
Exemples. (1) Id~.aux primaires. Un id6al a gauche O est primaire si l'on a 
~X c Q, X~ O => =In eN tel que ~"  c Q 
(s~ bilat~re, X ideal ~ gauche). 
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Si Q est primaire le plus grand id6al dont tree puissance st dans Q (le radical 
primaire) est un id6al premier @. On dit que Q est @-primaire, et que @ est 
l'id6al premier associ6. 
Propri6t6 3.4. Tout ideal ~ gauche @-primaire est @-tertiaire. 
Ainsi: primaire ::> tertiaire, la r6ciproque n'6tant pas vraie dans de nombreux 
cas non commutatifs. 
(2) ld~aux unir~sidu~s. 
~t ion  3.5. Un id6al ~ gauche Q est unir~.sidu~ si Q n'a qu'un r6siduel ~t 
gauche propre premier: P(X)= {@}. On dit alors que Q est @-unir6sidu6. 
Propri6t6 3.6. Tout ideal ~t gauche ~ unir~sidu~, est @-tertiaire. 
Cela r6sulte imm6diatement de (3): Ass Q cp(o) .  
On a donc: 
unir6sidu6 ::~ tertiaire, 
et m6me 
primaire :~ unir6sidu6 ::> tertiaire, 
les trois notions se cortfondant en une settle dans le cas eommutatif. 
Sans refaire ni m~me rappeler toute la th6ode, disons settlement que les id6aux 
tertiaires g6n6ralisent au cas non commutatif les idgaux primaires du cas com- 
mutatif en ce qui concerne la d6composition oeth6derme d'un id6al h gauche 
comme intersection finie d'id6aux tertiaires. 
Mais cela n'est pas ici notre but. 
Nous allons maintenant revenir aux demi-groupes bom6s, pour y comparer les 
notions d'id6al tertiaire et d'id6al unir6sidu6. 
4. Une propri~6 des demi-groupes born~s 
Soit Dun demi-groupe born6 (Section 2) v6rifiant l'axiome A (Section 3). Nous 
allons voir que la r6ciproque de la Propd6t6 3.6 est vraie dans D. 
Th6or~m 4.1. Darts un demi-groupe bom~ D v~.riliant la condition de cha~ne A, 
tout ideal ~t gauche tertiaire est unir~sidu~. 
Cette propri6t6 a 6t6 d6montr6e par G. Cauchon pour les anneaux born6s 
noeth6riens h gauche [1]. Moyennant quelques modifications, nous pouvons 
adapter la d~monstration aux demi-groupes bombs satisfaisant l'axiome A. 
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Soit ~ = Q- .  Y, Y¢  Q, un r6siduel h gauche propre premier de Q, donc 
[9~P(Q) .  Pour d6montrer le Th6or~me 3.1, il suffit de d6montrer que ~e 
Ass(Q). Etablissons d'abord le lemme suivant, qui est facile dans le cas 
noeth6rien ~ gauche, et un peu plus subtil avec le seul axiome A. 
Lemme 4.2. Avec les notations pr~.c~.dentes, il existe y e Y, y~ Q, tel que [9 = 
Q ..Dy. 
En effet, soit d'apr~s l'axiome A un r6siduel h gauche minimal [9' de la 
forme [9' = Q -. (U~= 1 DYi), oh Yi ~ Y. Je dis que ~ '  = [9. Sinon il existerait x ~ [9, 
x~[9 ' , -  donc, puisque [9=Q. .Y ,  y 'eY  et xDy'q:Q.  L'id6al [9"= 
Q ".(Dyl O- . .  U DYk U Dy')  serait un r6siduel ~ gauche de Q swictement plus 
petit que [9' puisque x e ~ '  et x~ [9", et cela est contraire au choix de [9'. On a 
bien 
[9 '=[9=Q- .  Dy, = N (O..Dyi). 
i= l  
Comme les id6aux Q- .  Dy~ sont bilat~res et que [9 est premier, ~ est 6gal ~t l'un 
d'entre eux et le lemme est d6montr6. (On a utilis6 le fait que si ~ = ~ n ~ est 
premier, s~ ~ (if'), ~ ~ (if), on a [9 = ~ ou [9 = ~;  cela provient de ~ c ~ n 
Revenons h la d6monstration du th6or~me. Afro d'appliquer la condition de 
Krause, observons d'abord que si I est un id6al ~t gauche quelconque, le plus 
grand id6al bilat~re contenu dans Ies t  le r6siduel ~ gauche I - .  D. Cela 6tant, soit 
en vertu du lemme, 
~ = Q . .Dy = (Q. .  y ) . .D  = I . .D ,  
o~ Ies t  l'id6al ~ gauche Q -. y = {x ~ D I xy ~ Q}. 
D'apr~s la condition de Krause, I ne peut 6tre essentiel modulo [9 et il existe 
donc un id6al ~ gauche X ~ [9 tel que [9 = I n X. On en d&iuit 
~ = [9 . .X= I . .X= (Q. .  y ) . .X= Q. .Xy ,  
avec Xy ¢ Q car Xy c Q impliquerait [9 = D. Je dis que [9 est r6siduel ~ gauche 
essentiel de Q par rapport ~ Xy. En effet, soit un id6al ~ gauche Z c Xy, Z~ Q. 
On a donc un id6al ~ gauche T tel que Z = Ty ~: Q, T c X. I1 en r6sulte 
Q. .Z=Q. .Ty=(Q. .y ) . .T=I . .T=~. .T=~ 
car T~ [9 (T ~ [9 impliquerait T c I = Q -. y d'o~ Ty = Z c Q). 
Le Th6or~me 4.1 est d6montr6. It signifie que les notions d'iud6al tertiaire et 
d'id6al unir6sidu6 coincident dans un demi-groupe born6 satisfaisant la condition 
de chaine A. 
Nous allons 6tudier dans la section suivante un cas oh l'on peut appliquer la 
condition de Krause. 
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5. Condition (H) de Gabriel 
P. Gabriel avait d6j~ remarqu6 en 1963 [2] que la condition (H) ci-dessous est 
s~fflisante pour obtenir un anneau born6. Comme cette condition a aussi un sens 
pour les demi-groupes, nous aUons la formuler dans le cas d'un demi-groupe D. 
(H) Quel que soit l'id6al ~ gauche I de D, on a 
I . .D= Q(1..d),  deD.  
fmie 
Dans le cas g6n6ral d'un demi-groupe quelconque, on a une intersection infinie 
I . .D= Od~o (I..d). La condition (H) de Gabriel exprime que cette intersection 
est 6gale h une intersection finie. Cela est vrai en particulier dans le cas o~ D est 
commutatif (prendre d = 1) et dans le cas d'un demi-groupe artinien h gauche 
(une intersection d'id6aux ~ gauche est alors 6gale ~ l'intersection d'une pattie 
finie d'entre eux). 
Th6or~me 5.1. Si D est un demi-groupe v~rifiant la condition (H), D est un 
demi-groupe bomL 
V6rifions la condition de Krause. Supposons en effet ~ c L o~ ~ est un id6al 
premier et I un id6al ~ gauche essentiel modulo ~. Si la condition de Krause 
n'6tait pas v6dfi6e on aurait I . .D= ~. (Je rappelle que I . .D  est le plus grand 
id6al bilat~re contenu dans I.) D'apr~s la condition (H), 
I ' .D=( I ' .d l )n ' "O( I . .dk ) ,  ~D.  
Or on peut ais6ment v6rifier les deux propri6t6s uivantes en exercice: 
(1) Si Ies t  un id6al ~ gauche essentiel modulo ~, il en est de m6me de I-. d 
pour tout d ~ D. 
(2) S i /1  e t /2  sont essentiels modulo ~, il enest  de m6me de /1  n/2.  
I1 en r6sulterait que ~ = I-. D serait essentiel modulo ~, ce qui est absurde: 
~nD=~etD~.  
Coro~ $.2~ Si D est un demi-groupe artinien ~ gauche, il est bomb. 
Comme la condition de chalne A est v6riti6e darts un demi-groupe artinien/~ 
gauche on peut appliquer le Th6or~me 4.1 et d6montrer ainsi que tout id6al ~t 
gauche tertiaire y est unir6sidu6. On retrouve alors un r6sultat 6tabli directement 
dans [5, p. 84], par des m6thodes plus lourdes. On retrouve aussi le fait clue, dans 
un demi-groupe artinien h gauche, si un id6al bilat~re st tertiaire n tant qu'id6al 
bilat~re [5, p. 86], il est tertiaire en tant qu'id6al h gauche, car cette propri6t6 est 
vraie plus g6n6ralement clans un demi-groupe D v6riliant la condition (H) et 
l'axiome /t. 
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Thbal~me $.3. Dans un demi-groupe v~ri]iant la condition (H) et la condition A, 
tout ideal bilat&re tertiaire en rant qu'id~al bilat&re est tertiaire en rant qu'id~al ~t 
gauche. 
Rappelons que l'id6al bilat~re Q est tertiaire n tant qu'id6al bilat~re si l'on a la 
propri6t6 de la D6finition 3.3 lorsque X est pris bilat~re. 11 est tertiaire en tant 
qu'id6al ~ gauche si X est un id6al h gauche. I1 en r6sulte imm6diatement: 
Q tertiaire comme id6al h gauche => Q tertiaire bilat~re. 
La r6ciproque n'est pas 6vidente; c'est l'objet du Th6or~me 5.3. 
D6monstration. Elle utilise quelques r6sultats de la d6composition tertiaire. Soit 
Q un id6al bilat~re ~-tertiaire n tant qu'id6al bilat~re. D6composons Q en 
intersection r6duite d'id6aux h gauche Qi suppos6s ~i-tertiaires, Q= 
Q1N-. • f3 Q,. On a Q = Q- .D  = f"l~=l (Qi ..D), o/l Qi -.D est un id6al bilat~re 
intersection finie d'id6aux h gauche Q~ .. d (condition de Gabriel). Or on sait que 
si Q~ est ~-tertiaire ~gauche, il enest de m6me de Q~ -. d pour tout d ~ Qi. I1 en 
r6sulte que les id6aux bilat~res Qi ..D sont ~i-tertiaires h gauche et par suite 
~-tertiaires bilat~res. Le th6or~me 'd'unicit6' des d6compositions en intersection 
d'id6aux tertiaires bilat~res entraine alors n = 1, ~ = ~ et Q = Q~-. D est id6al 
~-tertiaire h gauche. [] 
Corolhdre $.4. Dans un demi-groupe v~.rij'iant les conditions (H) et A, tout ideal 
bilati~re st tertiaire si et seulement si il est unir~.sidu~. 
Et cela contient 6videmment le cas artinien ~ gauche d6jh connu [5, p. 87]. 
6. INobl~mes 
(1) Un demi-groupe born6 satisfaisant la condition A v6rifie-t-il a condition 
(H) de Gabriel? 
On sait que la r6ponse est atfn'mative dans le cas des anneaux born6s 
noeth6dens h gauche (Cauchon [1]) et cela entraine des cons6quences 
int6ressantes. Mais les m6thodes utilis6es ne s'appliquent pas aux demi-groupes 
born6s et le probl~me reste ouvert. 
(2) Une question pos6e il y a longtemps n'a pas encore eu de r6ponse. Existe-t-fl 
des anneaux ou des demi-groupes noeth6riens ~gauche ayant un id6al h gauche 
tertiaire qui n'est pas unir6sidu6? 
Les demi-groupes formant une structure alg6brique plus vaste clue les anneaux, 
il est possible que la r6ponse soit diff6rente dans les deux cas. On peut donc la 
formuler sp6cialement pour les demi-groupes. 
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Existe-t-il un demi-groupe noeth6rien h gauche ayant un id6al h gauche tertiaire 
qui n'est pas unir6sidu6? 
(3) La notion de demi-groupe born6, comme celle d'id6al tertiaire, n'est pas 
syrn6trique. Elle a 6t6 d6finie pour les id6aux h gauche et on devrait dire born6 
gauche, tertiaire h gauche etc . . . .  Quelles propri6t6s uppl6mentaires obtient-on 
quand on fait des hypotheses sym6triques, c'est-h-dire quand on suppose que le 
derni-groupe est born6 h droite et h gauche t est noeth6rien h gauche t h droite? 
Le cas des anneaux permet d'esp6rer certains r6sultats, par exemple que tout 
id6al tertiaire st secondaire (pour la d6firfition voir [5]). 
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